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ВIЛЬНI ДОБУТКИ СКIНЧЕННИХ ГРУП,
ЗАДАНI СКIНЧЕННИМИ АВТОМАТАМИ
Побудовано нове iзоморфне занурення вiльного добутку скiнченної кiлькостi скiнченних груп у групу
скiнченних автоматiв над алфавiтом, кiлькiсть елементiв якого дорiвнює найбiльшому порядку вiльних
спiвмножникiв. Наведено приклад iнiцiальних автоматiв, якi задають вiльний добуток двох циклiчних
груп третього порядку.
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Розглянемо алфавiт X = {x1, . . . , xn}, n > 1.
Множини слiв довжини m (m ≥ 0), всiх скiнчен-
них слiв та нескiнченних слiв (ω-слiв) над X по-
значимо Xm, X∗ та Xω вiдповiдно.
Автоматом над X називається трiйка даних
A = 〈Q , ϕ, ψ〉,
у якiй Q — непорожня множина внутрiшнiх ста-
нiв автомата A, ϕ та ψ — його функцiї переходiв
та виходiв, якi дiють з Q × X у Q та X вiдпо-
вiдно. Зокрема, скiнченним автоматом є автомат зi
скiнченною множиною станiв.
Кожен такий автомат, знаходячись у деякому
станi q0, задає перетворення множин X∗ та Xω,
яке називається автоматним перетворенням. Якщо
це перетворення є бiєкцiєю, то воно називається
автоматною пiдстановкою. Автоматна пiдстановка,
яка визначається деяким скiнченним автоматом, на-
зивається скiнченно автоматною пiдстановкою. Усi
скiнченно автоматнi пiдстановки утворюють групу
вiдносно суперпозицiї, яка позначається FGA(X)
i називається групою скiнченних автоматiв над X
(деталi див. напр. у [1; 2]).
Виникає природне питання про побудову зану-
рень тих чи iнших резидуально скiнченних груп,
зокрема вiльних добуткiв скiнченних груп у гру-
пи скiнченних автоматiв. У роботi [3] А. Олiйник
навiв конструктивне доведення iснування iзоморф-
ного занурення вiльного добутку скiнченного чи-
сла скiнченних груп у групу скiнченних автоматiв
над певним алфавiтом.
Найбiльш цiкавими i компактними є такi зану-
рення, при яких заданий вiльний добуток є групою
деякого автомата, тобто породжується множиною
автоматних пiдстановок, визначених у його станах.
Приклади таких занурень вiльних добуткiв для бi-
нарного алфавiту будували Д. Савчук та Є. Мунтян
(див. Theorem 1.10.2 в [1]) для вiльного добутку
трьох циклiчних груп порядку 2, i Д. Савчук та
Я. Воробець (див. Theorem 3.1 у [4]) дляm (m ≥ 4)
циклiчних груп порядку 2.
Залишається вiдкритим питання про iснування
iнших прикладiв вiльних добуткiв скiнченних груп,
що породжуються всiма автоматними пiдстановка-
ми, визначеними в станах деякого скiнченного ав-
томата. Окремими задачами є дослiдження власти-
востей заданих скiнченно автоматних дiй вiльних
добуткiв та побудова для вiльних добуткiв скiн-
ченно автоматних дiй з певними наперед задани-
ми властивостями (наприклад, високо транзитив-
них дiй).
Цю роботу присвячено побудовi нових при-
кладiв скiнченно автоматних дiй вiльних добуткiв
скiнченних груп.
Розглянемо m (m ≥ 2) груп G1, . . . , Gm, по-
рядки яких дорiвнюють p1, . . . , pm вiдповiдно, 1 ≤
p1 ≤ . . . ≤ pm, n = pm > 2. Побудуємо скiнчен-
но автоматне зображення їх вiльного добутку. Для
цього розглянемо ряд вiдомих допомiжних твер-
джень.
Нехай Πi — оператор, що витирає першi i сим-
волiв слова, яке або є нескiнченним, або його дов-
жина не менша за i, i ≥ 0. Позначимо символом
ω[k, i] i-тий склад довжини k слова ω.
Твердження 1 ([3]). Пiдстановка π на множинi
Xω є автоматною в тому i лише тому випадку,
коли для довiльних u i v з Xω та натурального k з
рiвностi
u[k, 1] = v[k, 1]
випливає рiвнiсть
π(u)[k, 1] = π(v)[k, 1].
Також для доведення нам знадобиться узагаль-
нена пiнг-понг лема.
Твердження 2 ([3]). Нехай G — група пiдстановок
на множинi Ω, яка породжується своїми власними
пiдгрупами G′1, . . . , G
′
m, m ≥ 2, i порядок хоча б
однiєї з цих пiдгруп бiльший за 2. Якщо iснують
непорожнi пiдмножини Ω1, . . . ,Ωm в Ω, попарнi
перетини котрих тривiальнi i такi, що для кожно-
го натурального 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j, виконується
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для ω ∈ Ωj та g ∈ G′i : ωg ∈ Ωi,
то група G розкладається у вiльний добуток своїх
пiдгруп G′1, . . . , G
′
m:
G = G′1 ∗ · · · ∗G′m.
На алфавiтi X = {x1, . . . , xn} задамо лiнiйний
порядок x1 < . . . < xn. Видiлимо пiдмножину
Xi ⊂ X , яка складається з перших pi символiв
алфавiту X :
Xi = {x1, . . . , xpi}, 1 ≤ i ≤ m.
Нехай зафiксована регулярна дiя групи Gi на Xi.
Продовжимо її на весь алфавiт X . А саме, для всiх
j > i, j ≤ m, покладемо g(xj) = xj , g ∈ Gi.
Тодi дiя групи Gi на Xm матиме такий вигляд:
(xj1 . . . xjm )
g = xgj1 . . . x
g
ji
xji+1 . . . xjm .
Лема 3 ([3]). Якщо два слова u та v довжини m
над алфавiтомX вiдрiзняються l-тою буквою для
деякого номера 1 ≤ l ≤ m, то для довiльної дiї
g ∈ Gi слова ug i vg також вiдрiзняються l-тою
буквою.
Позначимо x1 слово x1 . . . x1 ∈ Xm. У Xm для
1 ≤ i ≤ m визначимо пiдмножини:
Mi = {x . . . x︸ ︷︷ ︸
i
x1 . . . x1 : x ∈ X, x 6= x1}.
Зауваження 1. Врахуємо, що |Mi| = pi − 1, Mi 6=
= ∅, для i 6= j Mi∩Mj = ∅, x¯1 /∈Mi, 1 ≤ i, j ≤ m.
Визначимо Di =
⋃
j 6=i
MGij , де
MGij = {ωg : ω ∈Mj, g ∈ Gi}, 1 ≤ i, j ≤ m,
Di = {x1hg : h ∈ Gj , g ∈ Gi, h 6= ej , j 6= i}.
Лема 4 ([3]). Di є об’єднанням орбiт визначеної
вище групи Gi на множинi слiв довжини m над
алфавiтом X , 1 ≤ i ≤ m.
Зауваження 2. Звернемо увагу на те, що x1 /∈ Di,
Di ∩Mi = ∅ для довiльного 1 ≤ i ≤ m.
Визначимо на Gi, 1 ≤ i ≤ m функцiю ϕi, котра
кожному елементу g ∈ Gi стaвить у вiдповiднiсть
перетворення ϕi(g) множини X∞ всiх нескiнчен-
них слiв над X . Для всiх k ∈ N довiльне нескiн-
ченне слово ω ∈ X∞ можна розглянути як добуток
своїх складiв довжини k:
ω = ω[k, 1]ω[k, 2] . . .
Як наслiдок, для довiльних g ∈ Gi, u ∈ X∞ визна-
чимо v = (ϕi(g))(u) таким чином:
v[2m, 1] = u[2m, 1],
а для всiх j ≥ 3
v[m, j] =
{
(u[m, j])g, якщо u[m, j − 2] ∈ Di;
u[m, j], iнакше.
(1)
Ми задали скрiзь визначене перетворення множини
нескiнченних слiв над X . Зауважимо, що перетво-
рення ϕi(ei) є тотожним.
Лема 5. Для кожного елемента g ∈ Gi i перетво-
рення ϕi(g) простору X є скiнченно автоматною
пiдстановкою над алфавiтом X .
Доведення. Розiб’ємо доведення на два етапи. Спо-
чатку доведемо, що ϕi(g) є автоматною, а потiм —
скiнченно автоматною пiдстановкою.
Автоматнiсть. За означенням ϕi(g) з рiвностi
початкових складiв деякої довжини двох нескiнчен-
них слiв випливає рiвнiсть складiв такої ж довжини
i в їх образiв пiд дiєю ϕi(g). Це означає, що ϕi(g)
задовольняє умову твердження 1. Отже, ϕi(g) iн-
дукує перетворення множини X∗, котре позначимо
також ϕi(g):
(ϕi(g))(u) = ((ϕi(g))(uω))[|u|, 1],
де u ∈ X∗, ω ∈ X∞ — довiльнi. Тепер для доведен-
ня взаємної однозначностi перетворення ϕi(g) на
множинi X∞ досить довести iн’єктивнiсть ϕi(g).
Оскiльки ϕi(g) зберiгає довжини слiв з цiєї мно-
жини, перевiримо, що образи u ∈ Xm та v ∈ Xm,
u 6= v, пiд дiєю перетворення ϕi(g) не можуть бути
рiвними. Справдi, нехай найменшим номером бу-
кви, котрою вiдрiзняються слова u та v, є l: для всiх
1 ≤ i ≤ l − 1: u[1, i] = v[1, i], а u[1, l] 6= v[1, l]. Для
довiльного слова ω ∈ X∞ розглянемо ω-слова uω
та vω. Cклади довжини m, що мiстять l-ту букву
цих слiв, пiд дiєю ϕi(g) одночасно або змiнюються
пiд дiєю g, або залишаються незмiнними, а отже рi-
зними. Якщо на склад довжини m з l-тою буквою
дiє g, застосуємо лему 3, i цi слова також будуть
вiдрiзнятись l-тою буквою. Отже, ϕi(g) — взаємно
однозначне перетворення. За твердженням 1 пере-
творення ϕi(g) є автоматною пiдстановкою над X .
Скiнченна автоматнiсть. Розглянемо довiльне
слово u : |u| ≥ 3m. Тодi для деяких l, j ∈ N0,
l ≥ 2, 0 ≤ j ≤ m− 1 виконується
|u| = ml + j.
З визначення перетворення ϕi(g) випливає, що її
u-залишок (ϕi(g))u = (ϕi(g))Π(l−2)m(u). Оскiльки
|Π(l−2)m(u)| < 3m i для довiльного слова u знай-
деться таке слово u1, що: |u1| < 3m i (ϕi(g))u =
= (ϕi(g))u1 , а слiв довжини менше 3m над алфа-
вiтом X скiнченна кiлькiсть, то пiдстановка ϕi(g)
має скiнченну кiлькiсть рiзних залишкiв, а отже є
скiнченно автоматною.
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Лема 6. Функцiя ϕi є мономорфiзмом з групи
Gi в групу скiнченно автоматних пiдстановок
FGA(X).
Доведення. Розiб’ємо доведення на два етапи. Спо-
чатку доведемо, що ϕi(g) є гомоморфiзмом, а по-
тiм — мономорфiзмом.
Гомоморфiзм. Розглянемо довiльнi g1, g2 ∈ Gi
та u ∈ X∞. Введемо такi позначення: v =
= (ϕi(g1g2))(u), ϑ = (ϕi(g1))(u), ω = (ϕi(g2))(ϑ).
Для доведення, що ϕi(g) є гомоморфiзмом, за озна-
ченням необхiдно перевiрити, чи v = ω. Достатньо
показати, що вiдповiднi склади довжини m цих
ω-слiв будуть рiвними. За означенням ϕi(g) для
перших складiв довжини 2m слiв v, u, ϑ, ω можна
записати такi рiвностi:
v[2m, 1] = u[2m, 1],
ω[2m, 1] = ϑ[2m, 1] = u[2m, 1].
А отже v[2m, 1] = ω[2m, 1]. Для довiльного j ≥ 3
розглянемо чотири випадки залежно вiд того, чи
належить (j − 2)-й склад слова u множинi Di, та
яке представлення має (j − 2)-й склад слова ϑ.
Перший випадок. Нехай u[m, j−2] ∈ Di. Тодi за
визначенням перетворення ϕi(g) j-тий склад сло-
ва u буде змiнюватися пiд дiєю g1g2 та g1 для слiв v
та ϑ вiдповiдно: v[m, j] = (u[m, j])g1g2 , ϑ[m, j] =
= (u[m, j])g1 . Припустимо, що (j− 2)-й склад сло-
ва ϑ не змiнювався: ϑ[m, j − 2] = u[m, j − 2]. Тодi
ϑ[m, j− 2] також належить множинi Di i ω[m, j] =
= (ϑ[m, j])g2 = ((u[m, j])g1)g2 = v[m, j].
Другий випадок. Нехай u[m, j − 2] ∈ Di. То-
дi v[m, j] = (u[m, j])g1g2 , ϑ[m, j] = (u[m, j])g1 .
Припустимо, що (j − 2)-й склад слова ϑ теж змi-
нювався: ϑ[m, j − 2] = (u[m, j − 2])g1 . Тодi за
лемою 4 склад u[m, j − 2] пiд дiєю g1 залишає-
ться в об’єднаннi орбiт Di, тобто ϑ[m, j − 2] =
= (u[m, j − 2])g1 ∈ Di та ω[m, j] = (ϑ[m, j])g2 =
= ((u[m, j])g1)g2 = v[m, j].
Третiй випадок. Нехай u[m, j − 2] /∈ Di. Тодi за
визначенням перетворення ϕi(g) j-тий склад сло-
ва u не буде змiнюватись при переходi до слiв v
та ϑ: v[m, j] = u[m, j], ϑ[m, j] = u[m, j]. Припу-
стимо, що (j − 2)-й склад слова ϑ не змiнювався:
ϑ[m, j−2] = u[m, j−2]. Тодi ϑ[m, j−2] теж не на-
лежить множинi Di i ω[m, j] = ϑ[m, j] = u[m, j] =
= v[m, j].
Четвертий випадок. Нехай u[m, j − 2] /∈ Di.
Тодi v[m, j] = u[m, j], ϑ[m, j] = u[m, j]. Припу-
стимо, що (j − 2)-й склад слова ϑ змiнювався:
ϑ[m, j − 2] = (u[m, j − 2])g1 . Тодi за лемою 4
склад u[m, j− 2] пiд дiєю g1 не належить Di, тому
ω[m, j] = ϑ[m, j] = u[m, j] = v[m, j].
Отже, перетворення ϕi(g) є гомоморфiзмом.
Мономорфiзм. Враховуючи, що множина Di не
порожня, з означення цього гомоморфiзму випли-
ває, що для довiльного елемента g ∈ Gi, g 6= id,
перетворення ϕi(g) не є тототожним, тому ϕi(g) є
мономорфiзмом.
Нехай G′i — образ групи Gi пiд дiєю перетво-
рення ϕi(g). Застосувавши леми 5 i 6, отримаємо,
що група G′i є пiдгрупою групи скiнченно авто-
матних пiдстановок FGA(X) та G′i ≃ Gi для всiх
1 ≤ i ≤ m. ПозначимоG пiдгрупу групи FGA(X),
породжену пiдгрупами G′1, . . . , G
′
m.
Основним результатом є така
Теорема 7. Група G розкладається у вiльний до-
буток своїх пiдгруп G′1, . . . , G
′
m:
G = G′1 ∗ · · · ∗G′m.
Доведення. Застосуємо твердження 2. Нехай G дiє
на множинi Ω = X∞. Визначимо пiдмножини
Ωi, 1 ≤ i ≤ m, множини Ω таким чином: ω =
= ω[m, 1]ω[m, 2]ω[m, 3] . . . ∈ Ωi тодi i тiльки то-
дi, коли iснує номер j ∈ N такий, що склад
ω[m, j] ∈ Mi, склад ω[m, j + 1] — довiльний над
X , a для всiх наступних номерiв l > j + 1 вико-
нується рiвнiсть ω[m, l] = x¯1. Розглянемо довiль-
нi 1 ≤ i, j ≤ m. Враховуючи зауваження 1, мо-
жемо стверджувати, що Ωi 6= ∅, Ωi ∩ Ωj = ∅,
i 6= j. У групi Gi оберемо довiльний елемент g,
g 6= id, а в множинi Ωj довiльне ω-слово ω. Дове-
демо, що v = (ϕi(g))(ω) ∈ Ωi. Оскiльки ω ∈ Ωj , то
iснує натуральне r таке, що склад ω[m, r] ∈ Mj , а
для всiх наступних номерiв l > r виконується рiв-
нiсть ω[m, r] = x¯1. За визначенням Di виконується
включення Mj ∈ Di. Отже, ω[m, r] ∈ Di. Врахо-
вуючи зауваження 2, ω[m, l] /∈ Di для всiх номерiв
l бiльших за r. За означенням множини Mi та пе-
ретворення ϕi можемо записати, що v[m, r + 2] =
= (ω[m, r + 2])g = x¯1
g ∈ Mi, а для всiх номе-
рiв l > r + 2 виконується v[m, l] = ω[m, l] = x¯1.
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Рис. 1. Автомат, що задає твiрнi вiльного добутку
двох циклiчних груп третього порядку
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Отже, ω-слово v належить Ωi. Застосувавши твер-
дження 2, завершимо доведення теореми.
Приклад 1. Розглянемо вiльний добуток двох ци-
клiчних груп третього порядку. Для такого добутку,
як i вище, побудуємо множиниMi таDi, 1 ≤ i ≤ 2,
якi вважатимемо пiдмножинами алфавiту
X = {0 = 00; 1 = 01; 2 = 02; 3 = 10;
4 = 11; 5 = 12; 6 = 20; 7 = 21; 8 = 22}.
Тодi твiрнi вiльного добутку двох циклiчних груп
C3 ∗C3 можна задати за допомогою двох автоматiв
(рис. 1), для котрих функцiї переходiв та виходiв
визначаються залежно вiд вибору множин Mi та
Di. А саме: для першого твiрного ми використо-
вуємо позначення A для множини D1, позначення
B — для множини X\D1, позначення g — для дiї
пiдстановки π = (0, 1, 2) на перший символ у по-
точному складi. Для другого твiрного ми викори-
стовуємо позначення таким чином: A = D2, B =
= x\D2, g — дiя пiдстановки π = (0, 1, 2) на кожен
символ у поточному складi.
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M. Fedorova
FREE PRODUCTS OF FINITE GROUPS
DEFINED BY FINITE AUTOMATA
It is constructed new isomorphic embedding of the free product of ﬁnite number of ﬁnite groups into the
group of ﬁnite automata over the alphabet which number of elements equals to the largest order of free
multipliers. The example of initial automata deﬁning the free product of two cyclic groups of order three is
presented.
Keywords: automaton, free product, ping-pong lemma.
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